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Setelah menyelesaikan pembelajaran pada Modul Ajar Minggu 7 ini, mahasiswa diha-
rapkan mampu:

1. C1 (Mengingat): Menyatakan definisi formal Invers Transformasi Laplace melalui
integral kontur Bromwich, sifat kelinieran inversi, serta bentuk-bentuk kanonik pecah-
an parsial untuk kutub real sederhana, berulang, dan kompleks konjugat.

2. C2 (Memahami): Menjelaskan konsep impedansi dan admitansi operasional di do-
main frekuensi kompleks s, serta makna fisis pembentukan model sumber semu (ficti-
tious initial-condition sources) Li(0−) dan vC(0

−)/s yang merepresentasikan memori
energi tersimpan pada elemen induktor dan kapasitor.

3. C3 (Menerapkan): Menghitung dekomposisi pecahan parsial fungsi aljabar rasio-
nal F (s) menggunakan metode penutupan Heaviside (cover-up method) dan derivasi
bertingkat untuk mengembalikan fungsi ke domain waktu fisis f(t).

4. C4 (Menganalisis): Menganalisis respon transien rangkaian dinamis linier orde ting-
gi secara simultan di domain s menggunakan Hukum Kirchoff (KCL/KVL), serta me-
misahkan solusi total menjadi Respon Masukan-Nol (Zero-Input Response / ZIR) dan
Respon Keadaan-Nol (Zero-State Response / ZSR).

5. C5 (Mengevaluasi): Mengevaluasi perilaku transien sesaat (t → 0+) dan keadaan
tunak (steady-state, t → ∞) tanpa memerlukan inversi penuh menggunakan Teorema
Nilai Awal (Initial Value Theorem / IVT) dan Teorema Nilai Akhir (Final Value
Theorem / FVT) pada fenomena tegangan pemulihan transien (Transient Recovery
Voltage / TRV) pemutus tenaga tegangan tinggi (IEEE C37.011 / IEC 62271-100).

6. C6 (Menciptakan/Komputasi): Mengembangkan program komputasi ilmiah ter-
buka berbasis Julia (DifferentialEquations.jl & Plots.jl) untuk mensimulasik-
an dinamika transien sistem RLC orde dua berenergi awal dan memvalidasi kecocokan
solusi analitis invers Laplace terhadap metode numerik adaptif.
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1 Peta Konsep & Posisi Modul dalam Kurikulum

Modul Minggu 7 merupakan puncak kulminasi dari Paruh Pertama kurikulum Persamaan Di-
ferensial (PDB dan Rangkaian Listrik). Setelah pada Minggu 6 kita mempelajari bagaimana
mentransformasikan sinyal waktu dan operator turunan ke dalam ranah aljabar frekuensi kom-
pleks s, kini kita menutup siklus operasional tersebut dengan mempelajari teknik rekonstruksi
sinyal kembali ke ranah waktu fisis: Invers Transformasi Laplace (L−1).

Melalui penguasaan Invers Laplace dan konsep pemodelan rangkaian ekivalen domain s,
mahasiswa Teknik Elektro tidak perlu lagi menurunkan persamaan diferensial orde tinggi di
domain waktu menggunakan kalkulus yang melelahkan. Seluruh hukum dasar rangkaian (Hu-
kum Ohm, KVL, KCL, Teorema Thevenin/Norton) dapat langsung diaplikasikan di domain s
layaknya menganalisis rangkaian arus searah (DC), di mana syarat awal energi terakomodasi
secara otomatis sebagai sumber tegangan atau arus semu.

Posisi strategis Modul Minggu 7 disajikan pada diagram kurikulum Gambar 1.

Minggu 1: Klasi-
fikasi PD, IVP

& Pemodelan Fisis RL

Minggu 2: PDB Orde 1
(Separabel & Fak-

tor Integrasi)

Minggu 3: Apli-
kasi Rekayasa
(Transien RC,
RL, Termal)

Minggu 4: PDB
Orde 2 Homogen
(Wronskian &
Tangki LC)

Minggu 5: PDB Orde
2 Non-Homogen

& Transien RLC Seri AC

Minggu 6: Tran-
sformasi Laplace

Dasar & Teorema Geser

Minggu 7: In-
vers Laplace &
Analisis Rang-
kaian Domain s

Minggu 8: Eva-
luasi Capaian
Ujian Tengah

Semester (UTS)

Minggu 9: Pe-
ngantar PDP &

Analisis Deret Fourier

Minggu 10: Solu-
si PDP Metode

Pemisahan Variabel

Minggu 11: Persa-
maan Gelombang

1D (Telegra-
fer Transmisi)

Minggu 12: Per-
samaan Panas 1D
& Manajemen
Termal Kabel

Minggu 13: Persa-
maan Laplace 2D

Potensial Elektrostatik

Minggu 14:
Fungsi Bessel &

Efek Kulit (Skin Effect)

Minggu 15: 4 Per-
samaan Maxwell
Diferensial &
Sintesis PDP

Minggu 16: Eva-
luasi Akhir

Ujian Akhir Se-
mester (UAS)

Gambar 1: Peta jalan kurikulum perkuliahan dengan penekanan pada Modul Minggu 7 sebagai
penutup Paruh 1.

2 Pendahuluan & Filosofi Rekayasa: Dari Ranah Aljabar Kem-
bali ke Ranah Waktu

Pada proses pemecahan masalah keteknikan menggunakan kalkulus operasional, kita menempuh
rute tiga langkah yang sangat sistematis:

1. Pemetaan Maju (Forward Transform): Masalah fisik nyata yang dinyatakan dalam
bentuk persamaan diferensial integro-diferensial domain waktu dipetakan ke domain aljabar
s melalui Transformasi Laplace.

2. Penyelesaian Aljabar (Algebraic Manipulation): Di domain s, operasi turunan beru-
bah menjadi perkalian s dan operasi integral berubah menjadi pembagian s. Kita menye-
lesaikan sistem persamaan aljabar linier secara simultan untuk memperoleh variabel respon
target, misalnya V (s) atau I(s).
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3. Rekonstruksi Balik (Inverse Transform): Fungsi aljabar rasional F (s) yang dipero-
leh harus dikembalikan ke dunia nyata menjadi fungsi waktu f(t) agar rekayasawan dapat
membaca bentuk gelombang tegangan, lonjakan arus transien, atau kestabilan sistem.

Tantangan utama pada tahap ketiga adalah bahwa hasil manipulasi aljabar sering kali berupa
rasio polinomial berderajat tinggi:

F (s) =
N(s)

D(s)
=

bmsm + bm−1s
m−1 + · · ·+ b1s+ b0

ansn + an−1sn−1 + · · ·+ a1s+ a0
(1)

Bentuk rasional semacam ini umumnya tidak tertera langsung dalam tabel baku pasangan tran-
sformasi Laplace. Oleh karena itu, kita memerlukan jembatan aljabar yang memecah rasio kom-
pleks tersebut menjadi penjumlahan suku-suku pecahan sederhana yang masing-masing berko-
respondensi langsung dengan fungsi waktu elementer (eksponensial, sinus, kosinus, atau ramp).
Teknik matematis inilah yang disebut Ekspansi Pecahan Parsial (Partial Fraction Expansion
/ PFE).

3 Definisi Formal Invers Laplace & Teorema Integral Bromwich

3.1 Definisi Formal Integral Kontur Bromwich

Definisi 3.1 (Invers Transformasi Laplace). Secara analitis murni, jika F (s) = L{f(t)}memiliki
wilayah konvergensi (Region of Convergence) pada setengah bidang Re{s} > γ0, maka invers
transformasi Laplace dari F (s) dinotasikan dengan L−1{F (s)} = f(t), dan ditentukan oleh
Integral Kontur Kompleks Bromwich (Bromwich Inversion Integral):

f(t) = L−1{F (s)} =
1

2πj

∫ γ+j∞

γ−j∞
F (s)est ds, untuk t > 0 (2)

di mana garis integrasi vertikal s = γ terletak di sebelah kanan seluruh titik singularitas (poles)
dari fungsi F (s) di bidang kompleks s (γ > γ0).

Berdasarkan Teorema Residu Cauchy dari analisis variabel kompleks, integral Bromwich (2)
setara dengan penjumlahan residu pada semua kutub (poles) dari fungsi F (s)est:

f(t) =
∑

Residue
{
F (s)est

}
pada seluruh kutub pk

(3)

Meskipun integral kontur dan kalkulus residu memberikan landasan matematis yang sangat
kuat, dalam praktik rekayasa elektro kita menggunakan pendekatan operasional yang jauh lebih
praktis dan elegan: Tabel Transformasi Baku yang dikombinasikan dengan Ekspansi
Pecahan Parsial.

3.2 Sifat Kelinieran Invers Transformasi Laplace

Teorema 3.1 (Kelinieran Invers Laplace). Sama seperti transformasi maju, operator invers
transformasi Laplace L−1 adalah operator linier. Jika F1(s) dan F2(s) memiliki invers berturut-
turut f1(t) dan f2(t), serta c1, c2 adalah konstanta sebarang, maka:

L−1 {c1F1(s) + c2F2(s)} = c1L−1{F1(s)}+ c2L−1{F2(s)} = c1f1(t) + c2f2(t) (4)

Sifat inilah yang menjamin bahwa jika kita dapat memecah fungsi rasional rumit F (s) men-
jadi penjumlahan pecahan-pecahan sederhana, kita cukup mencari invers dari tiap pecahan
sederhana tersebut secara terpisah lalu menjumlahkannya.
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4 Metode Ekspansi Pecahan Parsial (Partial Fraction Expan-
sion)

Diberikan fungsi rasional sejati (strictly proper rational function) F (s) = N(s)
D(s) di mana derajat

pembilang lebih kecil dari derajat penyebut (deg(N) < deg(D) = n). Jika pembilang memi-
liki derajat lebih besar atau sama (deg(N) ≥ deg(D)), pembagian polinomial panjang harus
dilakukan terlebih dahulu hingga menghasilkan suku polinomial murni ditambah fungsi rasional
sejati.

Akar-akar dari penyebutD(s) = 0 disebut sebagai kutub-kutub (poles) dari F (s). Terdapat
tiga kasus mendasar bentuk kutub yang umum dijumpai:

4.1 Kasus 1: Kutub-Kutub Real Sederhana (Distinct Real Poles)

Jika penyebut D(s) dapat difaktorkan menjadi perkalian faktor linier real yang saling berbeda:

D(s) = (s− p1)(s− p2) · · · (s− pn) (5)

maka F (s) dapat didekomposisi menjadi:

F (s) =
A1

s− p1
+

A2

s− p2
+ · · ·+ An

s− pn
(6)

Koefisien residu Ak dapat dihitung secara cepat menggunakanMetode Penutupan Heaviside
(Heaviside Cover-up Method):

Ak = lim
s→pk

[(s− pk)F (s)] =
N(s)
d
dsD(s)

∣∣∣∣∣
s=pk

(7)

Dengan mengambil invers Laplace suku demi suku:

f(t) = L−1{F (s)} =

n∑
k=1

Ake
pkt u(t) (8)

4.2 Kasus 2: Kutub-Kutub Real Berulang (Repeated Real Poles)

Jika penyebut memiliki kutub berulang sebanyak m kali pada s = p1, yaitu faktor (s − p1)
m,

maka suku dekomposisi untuk kutub tersebut memiliki m pecahan berderajat naik:

F (s) =
Bm

(s− p1)m
+

Bm−1

(s− p1)m−1
+ · · ·+ B1

s− p1
+
∑

suku kutub lainnya (9)

Koefisien residu tertinggi Bm diperoleh langsung dengan metode penutupan biasa:

Bm = lim
s→p1

[(s− p1)
mF (s)] (10)

Sedangkan koefisien derajat yang lebih rendah dihitung dengan menggunakan operasi diferensiasi
berantai:

Bm−k =
1

k!
lim
s→p1

dk

dsk
[(s− p1)

mF (s)] , k = 1, 2, . . . ,m− 1 (11)

Mengingat pasangan invers transformasi baku:

L−1

{
1

(s− p1)k+1

}
=

tk

k!
ep1tu(t) (12)

maka kemunculan kutub ganda selalu merepresentasikan sinyal waktu yang berinteraksi dengan
polinomial waktu (misalnya te−αt pada sistem redaman kritis / critically damped).
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4.3 Kasus 3: Kutub Kompleks Konjugat (Complex Conjugate Poles)

Sistem rangkaian osilator, filter, dan jaringan redaman kurang (underdamped) memiliki pasang-
an kutub kompleks konjugat s = −α ± jωd. Faktor kuadratik tak tereduksi pada penyebut
berbentuk:

Dk(s) = (s+ α)2 + ω2
d (13)

Bentuk pecahan parsial yang paling stabil secara numerik dan intuitif adalah membentuk pem-
bilang berformat kombinasi sinus dan kosinus teredam:

Fsub(s) =
A(s+ α) +Bωd

(s+ α)2 + ω2
d

(14)

Menggunakan Teorema Pergeseran Pertama (translasi frekuensi s → s+ α):

L−1

{
s+ α

(s+ α)2 + ω2
d

}
= e−αt cos(ωdt)u(t) (15)

L−1

{
ωd

(s+ α)2 + ω2
d

}
= e−αt sin(ωdt)u(t) (16)

Sehingga invers waktu fisisnya adalah:

fsub(t) = e−αt [A cos(ωdt) +B sin(ωdt)]u(t) (17)

5 Pemodelan Fisis Rangkaian Listrik di Domain s

Keunggulan terbesar Transformasi Laplace dalam rekayasa elektro adalah kemampuannya men-
transformasikan elemen pasif rangkaian (R,L,C) beserta memori energi awalnya menjadi kom-
ponen aljabar setara di domain s.

5.1 Resistor Linier

Pada resistor ideal, hubungan tegangan dan arus murni seketika tanpa efek memori:

vR(t) = R iR(t)
L−−−−→ VR(s) = RIR(s) (18)

Impedansi operasional resistor adalah ZR(s) = R, dan admitansinya adalah YR(s) = 1/R = G.

5.2 Induktor dengan Arus Awal

Hubungan konstitutif induktor dalam domain waktu adalah vL(t) = LdiL
dt . Mengaplikasikan

transformasi Laplace pada operasi turunan:

VL(s) = L
{
L
diL
dt

}
= L

[
sIL(s)− iL(0

−)
]

(19)

Persamaan ini dapat dituliskan dalam dua model ekivalen yang sangat penting:

1. Model Seri (Ekivalen Thevenin):

VL(s) = sL · IL(s)− L iL(0
−) (20)

Model ini memandang induktor sebagai sebuah impedansi pasif ZL(s) = sL yang terhubung
seri dengan sumber tegangan semu impulsif bernilai konstan L iL(0

−) dengan polaritas yang
melawan kenaikan arus.
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2. Model Paralel (Ekivalen Norton): Menyelesaikan persamaan untuk IL(s):

IL(s) =
VL(s)

sL
+

iL(0
−)

s
(21)

Model ini memandang induktor sebagai admitansi pasif YL(s) =
1
sL yang terhubung paralel

dengan sumber arus semu bernilai iL(0
−)

s yang mengalir searah dengan arus mula-mula.

5.3 Kapasitor dengan Tegangan Awal

Hubungan konstitutif kapasitor dalam domain waktu adalah iC(t) = C dvC
dt . Menerapkan tran-

sformasi Laplace:
IC(s) = C

[
sVC(s)− vC(0

−)
]

(22)

Serupa dengan induktor, kita mendapatkan dua representasi sirkuit domain s:

1. Model Paralel (Ekivalen Norton):

IC(s) = sC · VC(s)− C vC(0
−) (23)

Kapasitor dimodelkan sebagai admitansi pasif YC(s) = sC yang terhubung paralel dengan
sumber arus semu konstan impulsif C vC(0

−) yang meninggalkan terminal positif.

2. Model Seri (Ekivalen Thevenin): Menyelesaikan persamaan untuk VC(s):

VC(s) =
1

sC
· IC(s) +

vC(0
−)

s
(24)

Kapasitor dimodelkan sebagai impedansi pasif ZC(s) =
1
sC yang terhubung seri dengan sum-

ber tegangan semu berundak vC(0−)
s yang polaritasnya searah dengan orientasi tegangan

mula-mula.

Representasi visual sirkuit ekivalen domain s disajikan pada Gambar 2.

sL

Li(0−)

Induktor: Model Seri (Thevenin)
1
sC

v(0−)
s

Kapasitor: Model Seri (Thevenin)

sLi(0−)
s

Induktor: Model Paralel (Norton)

sCCv(0−)

Kapasitor: Model Paralel (Norton)

Gambar 2: Model ekivalen Thevenin dan Norton elemen penyimpan energi di domain frekuensi
kompleks s.

Tabel 1 merangkum seluruh parameter elemen rangkaian di domain waktu dan domain
frekuensi kompleks s.
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Tabel 1: Ringkasan impedansi, admitansi, dan sumber semu elemen rangkaian di domain s.

Elemen Hubungan t Impedansi Z(s) Sumber Seri
Thevenin

Sumber Paralel
Norton

Resistor (R) v = Ri R 0 0

Induktor (L) v = L di
dt sL −Li(0−) + i(0−)

s

Kapasitor (C) i = C dv
dt

1
sC +v(0−)

s −Cv(0−)

6 Solusi Rangkaian RLC Dinamis & Dekomposisi Respon ZIR
dan ZSR

Ketika kita menyusun persamaan simpul (KCL) atau persamaan jerat (KVL) langsung di do-
main s menggunakan model ekivalen Gambar 2, variabel luaran sistem, sebutlah Y (s), secara
alami terurai menjadi dua komponen ortogonal:

Y (s) = YZIR(s)︸ ︷︷ ︸
Respon Masukan-Nol

+ YZSR(s)︸ ︷︷ ︸
Respon Keadaan-Nol

(25)

di mana:

• Respon Masukan-Nol (Zero-Input Response / ZIR): Respon transien murni yang ber-
sumber semata-mata dari energi awal yang terperangkap di dalam induktor dan kapasitor
(i(0−) ̸= 0, v(0−) ̸= 0), dengan mengasumsikan seluruh sumber eksitasi luar dinonaktifkan
(deactivated / X(s) = 0).

• Respon Keadaan-Nol (Zero-State Response / ZSR): Respon sistem yang dibangkitk-
an secara eksklusif oleh sumber masukan luar X(s), dengan mengasumsikan seluruh elemen
penyimpan energi berada dalam kondisi istirahat mula-mula tanpa energi awal (i(0−) = 0,
v(0−) = 0).

Pada kondisi ZSR, hubungan antara masukan X(s) dan luaran YZSR(s) dihubungkan oleh
sebuah fungsi rasional fundamental yang disebut Fungsi Transfer (Transfer Function) H(s):

H(s) ≜
Y (s)

X(s)

∣∣∣∣
kondisi awal=0

(26)

Invers Laplace dari fungsi transfer merupakan respon impuls dari sistem:

h(t) = L−1{H(s)} (27)

Sehingga respon sistem terhadap masukan sebarang x(t) di domain waktu setara dengan integral
konvolusi:

yZSR(t) = x(t) ∗ h(t) =
∫ t

0
x(τ)h(t− τ) dτ (28)

Transformasi Laplace berhasil mengubah konvolusi integral domain waktu yang sangat rumit
menjadi sekadar perkalian aljabar skalar di domain frekuensi kompleks: YZSR(s) = H(s)X(s).

7 Teorema Nilai Awal (IVT) dan Teorema Nilai Akhir (FVT)

Sering kali dalam analisis praktis, rekayasawan tidak memerlukan profil riwayat waktu transien
secara detail untuk seluruh rentang waktu 0 ≤ t < ∞. Kita sering kali hanya ingin mengetahui:

1. Berapakah lonjakan arus seketika tepat setelah sakelar ditutup (t = 0+)?

8
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2. Berapakah nilai tegangan akhir pada keadaan tunak setelah seluruh proses transien meluruh
sempurna (t → ∞)?

Untuk menjawab pertanyaan tersebut tanpa harus melakukan ekspansi pecahan parsial dan
invers Laplace yang panjang, kita menggunakan Teorema Nilai Awal (Initial Value Theorem)
dan Teorema Nilai Akhir (Final Value Theorem).

7.1 Teorema Nilai Awal (Initial Value Theorem / IVT)

Teorema 7.1 (Teorema Nilai Awal). Jika fungsi f(t) dan turunan pertamanya f ′(t) memiliki
transformasi Laplace F (s), serta limit lims→∞ sF (s) ada, maka nilai fungsi sesaat tepat setelah
t = 0 (t = 0+) diberikan oleh:

f(0+) = lim
t→0+

f(t) = lim
s→∞

sF (s) (29)

Bukti. Mulai dari transformasi Laplace dari turunan pertama:

L{f ′(t)} =

∫ ∞

0−
f ′(t)e−st dt = sF (s)− f(0−)

Ambil limit s → ∞ pada kedua ruas:

lim
s→∞

[
sF (s)− f(0−)

]
= lim

s→∞

∫ ∞

0−
f ′(t)e−st dt

Karena e−st → 0 saat s → ∞ untuk seluruh t > 0, integral di ruas kanan mendekati nilai integral
pada selang infinitesimal t ∈ [0−, 0+]:

lim
s→∞

∫ ∞

0−
f ′(t)e−st dt =

∫ 0+

0−
f ′(t) dt = f(0+)− f(0−)

Substitusi hasil ini ke persamaan semula:

lim
s→∞

sF (s)− f(0−) = f(0+)− f(0−) =⇒ lim
s→∞

sF (s) = f(0+)

7.2 Teorema Nilai Akhir (Final Value Theorem / FVT)

Teorema 7.2 (Teorema Nilai Akhir). Jika fungsi f(t) dan turunannya memiliki transformasi
Laplace F (s), dan seluruh kutub dari fungsi sF (s) terletak secara ketat di setengah
bidang kiri (Left-Half Plane / LHP, Re{s} < 0), maka nilai keadaan tunak (steady-state) saat
t → ∞ diberikan oleh:

f(∞) = lim
t→∞

f(t) = lim
s→0

sF (s) (30)

Bukti. Mulai kembali dari definisi transformasi turunan:

lim
s→0

[
sF (s)− f(0−)

]
= lim

s→0

∫ ∞

0−
f ′(t)e−st dt

Dengan menukar limit dan integral (dijamin valid karena syarat stabilitas kutub LHP):∫ ∞

0−
f ′(t)

(
lim
s→0

e−st
)
dt =

∫ ∞

0−
f ′(t) dt = lim

t→∞
f(t)− f(0−) = f(∞)− f(0−)

Sehingga:
lim
s→0

sF (s)− f(0−) = f(∞)− f(0−) =⇒ lim
s→0

sF (s) = f(∞)

9
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Peringatan Kritis Aplikasi Teorema Nilai Akhir (FVT)

Perhatian: Syarat bahwa seluruh kutub dari sF (s) berada di Re{s} < 0 adalah syarat
mutlak. Jika fungsi f(t) mengandung osilasi sinusoidal murni tak teredam (kutub di
sumbu imajiner s = ±jω) atau sinyal tak stabil yang meledak (kutub di Re{s} > 0),
maka limit limt→∞ f(t) secara fisis tidak ada. Menerapkan rumus lims→0 sF (s) secara
membabi buta pada kasus tersebut akan menghasilkan nilai numerik palsu yang menye-
satkan!

8 Studi Kasus Industri: Transient Recovery Voltage (TRV) pa-
da Pemutus Tenaga Gardu Induk 150 kV PLN

8.1 Konteks Masalah Rekayasa Transien Tenaga Listrik

Pada sistem transmisi tenaga listrik tegangan tinggi 150 kV PLN, salah satu manuver paling
kritis adalah pemutusan arus gangguan hubung singkat oleh Pemutus Tenaga (Circuit Breaker /
CB). Ketika kontak mekanis pemutus tenaga mulai terpisah, terbentuk busur api listrik (electric
arc) yang sangat panas di antara kedua kontak. Pemadaman busur api hanya dapat terjadi saat
arus bolak-balik melintasi titik nol alami (natural current zero).

Tepat pada detik busur api padam, tegangan sistem di sisi sumber transmisi tidak serta-
merta kembali ke nilai nominal 50 Hz yang tenang. Karena adanya induktansi ekivalen transfor-
mator dan saluran (Ls) serta kapasitansi parasitik busbar dan bushing (Cs), terjadi fenomena
peralihan frekuensi tinggi yang sangat dahsyat yang disebut Transient Recovery Voltage
(TRV). Fenomena ini diatur ketat dalam standar internasional IEC 62271-100 dan IEEE
Std C37.011.

8.2 Formulasi Rangkaian Transien TRV di Domain s

Rangkaian ekivalen satu fasa saat pemutusan arus hubung singkat dapat dimodelkan sebagai
rangkaian LC paralel teredam oleh resistansi kebocoran Rp, yang dieksitasi oleh tegangan sum-
ber bolak-balik puncak Vm saat arus nol (t = 0):

vsumber(t) = Vm cos(ω0t) ≈ Vm, untuk selang waktu mikrodetik transien (31)

Beban induktif murni menyebabkan arus tertinggal 90◦ di belakang tegangan, sehingga saat arus
melintasi nol, tegangan sumber berada tepat pada puncaknya (Vm).

Tegangan di seberang celah kontak pemutus tenaga VTRV(s) memenuhi persamaan pembagi
tegangan operasional:

VTRV(s) = Vm · Zp(s)

sLs + Zp(s)
· 1
s

(32)

di mana Zp(s) =
1

sCs
. Tanpa redaman resistif (Rp → ∞):

VTRV(s) =
Vm

s
·

1
sCs

sLs +
1

sCs

=
Vm

s
· 1

s2LsCs + 1
=

Vmω2
n

s(s2 + ω2
n)

(33)

di mana ωn = 1√
LsCs

adalah frekuensi alami osilasi transien (biasanya berkisar antara puluhan

kHz hingga ratusan kHz).

8.3 Inversi Analitis & Laju Kenaikan Tegangan (RRRV)

Melakukan ekspansi pecahan parsial pada Persamaan (33):

ω2
n

s(s2 + ω2
n)

=
A

s
+

Bs+ C

s2 + ω2
n

(34)

10
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Dengan metode penutupan Heaviside:

A =
ω2
n

s2 + ω2
n

∣∣∣∣
s=0

= 1

Menyamakan penyebut:

ω2
n = 1(s2 + ω2

n) + (Bs+ C)s = (1 +B)s2 + Cs+ ω2
n

Diperoleh B = −1 dan C = 0. Sehingga bentuk domain s adalah:

VTRV(s) = Vm

[
1

s
− s

s2 + ω2
n

]
(35)

Mengaplikasikan invers Transformasi Laplace:

vTRV(t) = Vm [1− cos(ωnt)]u(t) (36)

Interpretasi Rekayasa Listrik: Persamaan (36) mengungkap dua bahaya mematikan bagi
pemutus tenaga gardu induk:

1. Tegangan Puncak Dua Kali Lipat (Double Peak Amplitude): Pada saat ωnt = π
(t = π

√
LsCs), nilai kosinus bernilai −1, sehingga tegangan transien melonjak hingga:

vTRV, maks = Vm[1− (−1)] = 2Vm (37)

Insulasi dielektrik media gas SF6 atau ruang hampa (vacuum) pada celah kontak harus
mampu menahan tegangan dua kali lipat tegangan sistem puncak ini tanpa mengalami tembus
tembus listrik (dielectric breakdown).

2. Laju Kenaikan Tegangan Pemulihan (Rate of Rise of Recovery Voltage / RRRV):

RRRV =
dvTRV

dt

∣∣∣∣
maks

= Vmωn =
Vm√
LsCs

(38)

Jika RRRV melampaui laju pemulihan kekuatan dielektrik celah kontak pemutus tenaga
(dVdiel/dt), maka busur api akan menyala kembali (re-ignition atau re-strike), yang dapat
memicu ledakan katastrofik pada kubikel pemutus tenaga gardu induk PLN!

9 Contoh Soal Terhitung Numerik Langkah demi Langkah

Contoh Soal 9.1 (Inversi Pecahan Parsial dengan Kutub Real Berulang & Berbeda). Tentukan
invers transformasi Laplace y(t) = L−1{Y (s)} dari fungsi aljabar rasional berikut:

Y (s) =
2s2 + 10s+ 11

(s+ 1)(s+ 2)2

Penyelesaian Langkah demi Langkah:

1. Identifikasi Derajat dan Pemfaktoran Kutub: Derajat pembilang adalah 2 dan penye-
but adalah 3 (deg(N) < deg(D)), sehingga fungsi merupakan pecahan sejati. Terdapat satu
kutub real sederhana pada s = −1 dan satu kutub real ganda (m = 2) pada s = −2.

2. Formulasi Bentuk Pecahan Parsial:

Y (s) =
A

s+ 1
+

B2

(s+ 2)2
+

B1

s+ 2

11
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3. Perhitungan Koefisien Residu:

• Untuk kutub sederhana s = −1 (metode penutupan Heaviside):

A = (s+ 1)Y (s)|s=−1 =
2s2 + 10s+ 11

(s+ 2)2

∣∣∣∣
s=−1

=
2(−1)2 + 10(−1) + 11

(−1 + 2)2
=

3

1
= 3

• Untuk kutub ganda derajat tertinggi B2 pada s = −2:

B2 = (s+ 2)2Y (s)
∣∣
s=−2

=
2s2 + 10s+ 11

s+ 1

∣∣∣∣
s=−2

=
2(−2)2 + 10(−2) + 11

−2 + 1
=

−1

−1
= 1

• Untuk koefisien derajat pertama B1 pada s = −2 (menggunakan turunan):

B1 =
d

ds

[
(s+ 2)2Y (s)

]∣∣∣∣
s=−2

=
d

ds

(
2s2 + 10s+ 11

s+ 1

)∣∣∣∣
s=−2

=
(4s+ 10)(s+ 1)− (2s2 + 10s+ 11)(1)

(s+ 1)2

∣∣∣∣
s=−2

=
[4(−2) + 10](−2 + 1)− [2(−2)2 + 10(−2) + 11]

(−2 + 1)2

=
(2)(−1)− (−1)

(−1)2
=

−2 + 1

1
= −1

4. Rekonstruksi Invers Domain Waktu: Menuliskan kembali Y (s):

Y (s) =
3

s+ 1
+

1

(s+ 2)2
− 1

s+ 2

Menerapkan invers transformasi Laplace suku demi suku:

y(t) =
(
3e−t + te−2t − e−2t

)
u(t)

Contoh Soal 9.2 (Solusi Lengkap Transien RLC Seri dengan Energi Awal di Domain s). Sebuah
rangkaian RLC seri memiliki parameter: resistansi R = 4Ω, induktansi L = 1 H, dan kapasitansi
C = 0,2 F. Rangkaian memiliki kondisi awal arus induktor i(0−) = 2 A dan tegangan kapasitor
vC(0

−) = 8 V. Pada t = 0, rangkaian dihubungkan secara tiba-tiba ke sumber tegangan searah
konstan Vdc = 20 V. Tentukan persamaan analitis arus transien i(t) untuk t ≥ 0 menggunakan
analisis domain s.

Penyelesaian Langkah demi Langkah:

1. Konversi Parameter ke Nilai Impedansi Domain s:

• Resistor: ZR(s) = R = 4Ω

• Induktor: ZL(s) = sL = s(1) = s, dengan sumber tegangan semu Thevenin berlawanan
arah: Li(0−) = 1× 2 = 2 V

• Kapasitor: ZC(s) = 1
sC = 1

0,2s = 5
s , dengan sumber tegangan semu Thevenin searah:

vC(0−)
s = 8

s

• Sumber masukan luar tangga: Vin(s) = L{20u(t)} = 20
s

12
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2. Penyusunan Persamaan Hukum Kirchoff Tegangan (KVL) di Domain s: Menelu-
suri satu jerat tertutup searah jarum jam:

Vin(s)− ZR(s)I(s)−
[
ZL(s)I(s)− Li(0−)

]
−
[
ZC(s)I(s) +

vC(0
−)

s

]
= 0

Substitusi nilai numerik:

20

s
− 4I(s)− [sI(s)− 2]−

[
5

s
I(s) +

8

s

]
= 0

3. Manipulasi Aljabar untuk Memisahkan Arus I(s): Kelompokkan seluruh suku yang
mengandung I(s) di ruas kiri:

I(s)

(
s+ 4 +

5

s

)
=

20

s
− 8

s
+ 2 =

12

s
+ 2 =

2s+ 12

s

Kalikan kedua ruas dengan s:

(s2 + 4s+ 5)I(s) = 2s+ 12 =⇒ I(s) =
2s+ 12

s2 + 4s+ 5

4. Analisis Kutub dan Penyelesaian Kompleks Konjugat: Akar-akar dari penyebut s2+
4s+ 5 = 0:

s1,2 =
−4±

√
16− 20

2
= −2± j1

Sistem berada pada kondisi redaman kurang (underdamped) dengan faktor atenuasi α = 2
dan frekuensi sudut teredam ωd = 1 rad/s.

Melengkapkan kuadrat pada penyebut:

s2 + 4s+ 5 = (s+ 2)2 + 12

Tulis pembilang dalam kombinasi basis (s+ 2) dan ωd = 1:

2s+ 12 = 2(s+ 2) + 8 = 2(s+ 2) + 8(1)

Maka ekspresi I(s) menjadi:

I(s) = 2 · s+ 2

(s+ 2)2 + 12
+ 8 · 1

(s+ 2)2 + 12

5. Invers Laplace Domain Waktu:

i(t) = e−2t [2 cos(t) + 8 sin(t)]u(t) [A]

6. Verifikasi Cepat Menggunakan Teorema Nilai Awal (IVT):

i(0+) = lim
s→∞

sI(s) = lim
s→∞

s(2s+ 12)

s2 + 4s+ 5
= lim

s→∞

2s2 + 12s

s2 + 4s+ 5
= 2 A

Hasil ini identik dengan syarat kontinuitas arus induktor i(0+) = i(0−) = 2 A.

Contoh Soal 9.3 (Verifikasi Respon Keadaan Tunak dengan FVT & Invers Sinyal Berpulsa).
Suatu sistem kendali posisi motor servo di industri memiliki fungsi transfer loop tertutup:

H(s) =
Θ(s)

Vin(s)
=

10

s2 + 3s+ 10

Sistem dieksitasi oleh pulsa tegangan persegi dengan amplitudo 5 V dan durasi T = 2 detik,
yaitu vin(t) = 5[u(t)− u(t− 2)].

13
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1. Tentukan nilai posisi akhir keadaan tunak θ(∞) jika masukan berupa tangga konstan vin(t) =
5u(t) menggunakan FVT.

2. Tentukan solusi analitis posisi θ(t) terhadap pulsa durasi terbatas tersebut.

Penyelesaian Langkah demi Langkah:

1. Evaluasi Keadaan Tunak Menggunakan FVT: Untuk masukan tangga Vin(s) =
5
s :

Θ(s) = H(s)Vin(s) =
10

s2 + 3s+ 10
· 5
s
=

50

s(s2 + 3s+ 10)

Kutub-kutub dari penyebut adalah s = 0 dan akar dari s2 + 3s + 10 = 0, yaitu s = −1,5 ±
j2,7839. Karena seluruh kutub non-nol memiliki bagian riil negatif (Re{s} = −1,5 < 0),
Teorema Nilai Akhir dapat diaplikasikan:

θ(∞) = lim
s→0

sΘ(s) = lim
s→0

[
s · 50

s(s2 + 3s+ 10)

]
=

50

0 + 0 + 10
= 5 radian

2. Solusi Respon Waktu terhadap Pulsa Terbatas: Didefinisikan respon terhadap tangga

satuan g(t) = L−1
{

H(s)
s

}
. Faktorkan suku kuadratik: (s + 1,5)2 + (

√
7,75)2, dengan ωd =

√
7,75 ≈ 2,784 rad/s.

10

s[(s+ 1,5)2 + 7,75]
=

1

s
− s+ 3

(s+ 1,5)2 + 7,75
=

1

s
− (s+ 1,5) + 1,5

(s+ 1,5)2 + 7,75

Invers tangga satuan menghasilkan:

g(t) =

[
1− e−1,5t

(
cos(2,784t) +

1,5

2,784
sin(2,784t)

)]
u(t)

Karena masukan pulsa adalah vin(t) = 5u(t) − 5u(t − 2), berdasarkan sifat linieritas dan
Teorema Pergeseran Waktu Kedua:

θ(t) = 5g(t)− 5g(t− 2)u(t− 2)

10 Praktikum Komputasi Numerik Terbuka Berbasis Julia

Pada bagian ini, kita mengimplementasikan simulasi komputasi numerik ilmiah berbasis bahasa
pemrograman modern Julia (versi 1.12+). Program ini memodelkan dinamika transien rangka-
ian RLC berenergi awal (Contoh Soal 9.2) menggunakan pustaka DifferentialEquations.jl,
membandingkan hasil simulasi numerik adaptif terhadap kurva analitis hasil Invers Transformasi
Laplace, serta memverifikasi konvergensi Teorema Nilai Awal dan Akhir.

1 # -------------------------------------------------------------

2 # MODUL 7: SIMULASI TRANSIEN RLC DAN VALIDASI INVERS LAPLACE

3 # Persamaan Diferensial 2026 - Teknik Elektro UNIB

4 # Pengampu: Ir. Novalio Daratha , Ph.D. & M. Arfan , M.T.

5 # -------------------------------------------------------------

6

7 using DifferentialEquations

8 using Plots

9

10 # 1. Definisi Parameter Fisik Rangkaian RLC

11 const R = 4.0 # Resistansi (Ohm)

12 const L = 1.0 # Induktansi (Henry)

13 const C = 0.2 # Kapasitansi (Farad)

14 const Vdc = 20.0 # Tegangan Sumber Tangga (Volt)

14
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15

16 # Kondisi Awal Energi Tersimpan

17 const i0 = 2.0 # Arus Awal Induktor iL(0-) (Ampere)

18 const vc0 = 8.0 # Tegangan Awal Kapasitor vC(0-) (Volt)

19

20 # 2. Pemodelan Ruang Keadaan (State -Space) Domain Waktu

21 # State vector u = [i_L , v_C]

22 # du[1]/dt = di_L/dt = (Vdc - R*i_L - v_C) / L

23 # du[2]/dt = dv_C/dt = i_L / C

24 function rlc_transient !(du , u, p, t)

25 iL = u[1]

26 vC = u[2]

27 du[1] = (Vdc - R * iL - vC) / L

28 du[2] = iL / C

29 end

30

31 # Rentang waktu simulasi

32 tspan = (0.0, 5.0)

33 u0 = [i0 , vc0]

34

35 # Pembentukan dan Penyelesaian Masalah Nilai Awal (IVP)

36 prob = ODEProblem(rlc_transient!, u0 , tspan)

37 sol = solve(prob , Tsit5(), reltol =1e-8, abstol =1e-10)

38

39 # 3. Solusi Analitis Eksak Berbasis Invers Transformasi Laplace

40 # i(t) = exp(-2t) * [2* cos(t) + 8*sin(t)]

41 i_exact(t) = exp(-2.0 * t) * (2.0 * cos(t) + 8.0 * sin(t))

42

43 # 4. Evaluasi Numerik dan Verifikasi IVT/FVT

44 t_eval = range (0.0, 5.0, length =500)

45 i_num = [sol(t)[1] for t in t_eval]

46 i_ana = [i_exact(t) for t in t_eval]

47

48 # Verifikasi Nilai Awal dan Akhir

49 ivt_val = i_exact (0.0)

50 println("=== HASIL EVALUASI TEOREMA NILAI AWAL & AKHIR ===")

51 println("Nilai Awal Terhitung i(0+): ", ivt_val , " A (Eksak: 2.0 A)")

52 println("Nilai Akhir t=5s i(5): ", i_exact (5.0), " A (Mendekati 0 A)")

53

54 # 5. Visualisasi Grafik Komparasi Presisi Tinggi

55 plot(t_eval , i_num , label="Simulasi Numerik (Tsit5)", lw=2.5, color =:blue ,

56 xlabel="Waktu t [detik]", ylabel="Arus Induktor i(t) [Ampere]",

57 title="Dinamika Transien Arus RLC: Numerik vs Invers Laplace",

58 legend =:topright , grid=true , size =(800, 480))

59 plot!(t_eval , i_ana , label="Solusi Analitis Invers Laplace", lw=1.5,

60 linestyle =:dash , color=:red)

61

62 # Simpan hasil grafik

63 savefig("simulasi_transien_rlc_modul7.png")

64 println("Simulasi sukses selesai. Grafik disimpan sebagai

simulasi_transien_rlc_modul7.png")

Listing 1: Skrip Julia untuk simulasi transien RLC dan validasi Invers Laplace.

11 Evaluasi & Bank Soal Terstruktur Taksonomi Bloom (C1
s.d. C6)

Untuk menguji penguasaan materi Modul Minggu 7 secara mendalam dan komprehensif, maha-
siswa diwajibkan menyelesaikan bank soal evaluasi berikut:

1. C1 (Mengingat): Sebutkan tiga jenis kutub penyebut dalam dekomposisi pecahan parsial

15



Persamaan Diferensial 2026 – Teknik Elektro UNIBModul 7: Invers Laplace & Analisis Rangkaian Domain s

fungsi aljabar rasional F (s), serta tuliskan bentuk umum komponen fungsi waktu f(t) yang
dihasilkan oleh masing-masing jenis kutub tersebut!

2. C2 (Memahami): Jelaskan secara fisis mengapa sumber semu pada model Thevenin in-
duktor di domain s berwujud sumber tegangan konstan impulsif Li(0−), sedangkan pada
kapasitor berwujud sumber tegangan berundak vC(0

−)/s. Hubungkan penjelasan Anda de-
ngan konsep kontinuitas fluks magnetik dan muatan listrik!

3. C3 (Menerapkan): Diberikan fungsi aljabar rasional pada domain frekuensi kompleks s:

V (s) =
4s2 + 16s+ 15

(s+ 3)(s2 + 4s+ 13)

Hitung invers transformasi Laplace v(t) = L−1{V (s)}menggunakan metode ekspansi pecahan
parsial secara lengkap dan teliti!

4. C4 (Menganalisis): Sebuah induktor L = 0,5 H dengan arus awal i(0−) = 4 A dihubungkan
paralel dengan kapasitor C = 0,05 F yang memiliki tegangan awal vC(0

−) = 20 V pada t = 0.
Tidak ada sumber luar yang terhubung.

(a) Gambarkan rangkaian ekivalen domain s menggunakan model admitansi paralel (Nor-
ton).

(b) Analisis dan tentukan ekspresi tegangan transien bersama v(t) pada kedua terminal
elemen untuk t ≥ 0.

5. C5 (Mengevaluasi): Suatu sistem dinamik memiliki luaran Y (s) = s+5
s2+25

. Seorang maha-
siswa menerapkan Teorema Nilai Akhir dan menyimpulkan bahwa y(∞) = lims→0 sY (s) =

lims→0
s(s+5)
s2+25

= 0. Evaluasi keabsahan kesimpulan tersebut dan jelaskan kesalahan funda-
mental yang dilakukan mahasiswa tersebut ditinjau dari posisi kutub sistem!

6. C6 (Menciptakan/Merancang): Pada gardu induk 150 kV PLN dengan induktansi hu-
bung singkat Ls = 20 mH dan kapasitansi liar busbar Cs = 50 nF, pemutus tenaga mengalami
lonjakan TRV yang sangat berbahaya dengan frekuensi osilasi transien tinggi. Rancanglah ni-
lai resistansi peredam snubber Rs yang harus dipasang paralel dengan kontak pemutus tenaga
agar osilasi transien TRV teredam secara kritis (critically damped), sehingga menghilangkan
tegangan lebih puncak dua kali lipat (2Vm)!

12 Rangkuman, Glosarium Istilah Teknis, dan Referensi Stan-
dar

12.1 Rangkuman Inti Perkuliahan

1. Invers Transformasi Laplace L−1{F (s)} merupakan gerbang rekonstruksi dari solusi aljabar
domain frekuensi kompleks s kembali ke ranah waktu fisis t.

2. Metode Ekspansi Pecahan Parsial (PFE) mengubah rasio polinomial rasional N(s)/D(s)
menjadi penjumlahan suku-suku elementer yang kutub-kutubnya berkorespondensi lang-
sung dengan spektrum sinyal fisis (eksponensial riil, polinomial teredam, atau gelombang
sinus/kosinus teredam).

3. Pemodelan rangkaian di domain s mengkonversi hukum kalkulus diferensial-integral menjadi
hukum aljabar linier murni. Memori energi awal kapasitor dan induktor terakomodasi secara
otomatis sebagai sumber semu Thevenin atau Norton.
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4. Respon sistem terdekomposisi secara alami menjadi Respon Masukan-Nol (ZIR) akibat energi
awal internal dan Respon Keadaan-Nol (ZSR) akibat eksitasi sumber luar.

5. Teorema Nilai Awal (IVT) dan Nilai Akhir (FVT) memberikan pintasan analitis yang sangat
ampuh untuk menginspeksi nilai ekstrem t → 0+ dan t → ∞ secara langsung tanpa perlu
melakukan inversi pecahan parsial secara penuh.

12.2 Glosarium Istilah Teknis Rekayasa

Bromwich Contour Garis kontur integrasi kompleks pada bidang s yang sejajar sumbu ima-
jiner dan terletak di sebelah kanan seluruh singularitas.

Cover-up Method Teknik penutupan faktor penyebut oleh Oliver Heaviside untuk menghi-
tung koefisien residu pecahan parsial secara langsung.

ZIR / ZSR Zero-Input Response (respon tanpa sumber luar) dan Zero-State Response
(respon tanpa energi awal).

Fictitious Source Sumber tegangan atau arus semu yang merepresentasikan syarat awal me-
mori energi pada elemen induktor atau kapasitor.

TRV Transient Recovery Voltage; tegangan peralihan berfrekuensi tinggi yang
muncul di seberang celah kontak pemutus tenaga sesaat setelah arus busur
api padam.

RRRV Rate of Rise of Recovery Voltage; laju kenaikan tegangan pemulihan tran-
sien per satuan waktu, dinyatakan dalam kV/µs.
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