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Abstract

Modul ke-15 ini merupakan puncak integratif dari seluruh rangkaian perkuliahan Persamaan
Diferensial dalam kurikulum S1 Teknik Elektro. Modul ini menyatukan dua fondasi matematika
tingkat tinggi: solusi persamaan potensial Laplace dalam koordinat bola (r, θ, ϕ) melalui metode
pemisahan variabel yang melahirkan Persamaan Diferensial Legendre dan Polinomial Legen-
dre Pn(cos θ), serta formulasi diferensial dari 4 Persamaan Maxwell (Hukum Gauss Listrik,
Hukum Gauss Magnetik, Hukum Induksi Faraday, dan Hukum Ampere-Maxwell). Mahasiswa
dibimbing untuk menurunkan secara eksklusif dari prinsip pertama (first principles) persamaan

gelombang medan elektromagnetik skalar dan vektor (∇2E⃗−µ0ϵ0
∂2E⃗
∂t2 = 0), mengungkap makna

fisis arus pergeseran (displacement current), serta mengevaluasi medan listrik di sekitar bola
konduktor netral dan pembumian gardu induk berdasarkan standar IEEE Std 605 dan IEC
62271. Modul dilengkapi dengan komputasi ilmiah terbuka berbasis bahasa Julia, bank soal
bertingkat taksonomi Bloom C1 hingga C6, serta matriks sintesis komprehensif penutup yang
menghubungkan PDB orde 1, PDB orde 2, Transformasi Laplace, Deret Fourier, dan PDP
menuju penguasaan medan elektromagnetika lanjut.
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Capaian Pembelajaran Modul (Sub-CPMK 15 – OBE Framework)

Setelah menuntaskan pembelajaran pada Modul Minggu ke-15 ini, mahasiswa diharapkan
mampu:

1. C1 (Mengingat): Menyebutkan bentuk diferensial dan integral dari 4 Persamaan
Maxwell serta mengenali bentuk standar Persamaan Diferensial Legendre.

2. C2 (Memahami): Menjelaskan peran fisis arus pergeseran Maxwell ∂D⃗/∂t dalam men-
jaga kekekalan muatan kontinuitas listrik dan prinsip ortogonalitas Polinomial Legendre
Pn(x).

3. C3 (Menerapkan): Menurunkan solusi potensial elektrostatik V (r, θ) di dalam dan
di luar bola konduktor berjari-jari a yang ditempatkan dalam medan listrik seragam
eksternal E0âz.

4. C4 (Menganalisis): Menurunkan persamaan gelombang elektromagnetik dari Per-
samaan Maxwell dan membuktikan bahwa kecepatan rambat gelombang transversal
dalam ruang hampa tepat bernilai c = 1/

√
µ0ϵ0 ≈ 3× 108 m/s.

5. C5 (Mengevaluasi): Memvalidasi kesamaan nilai arus konduksi Ic pada kawat peng-
hantar dan arus pergeseran Id di dalam celah isolator dielektrik kapasitor pelat sejajar
berfrekuensi tinggi.

6. C6 (Merancang & Menyintesis): Menyintesis peta konseptual menyeluruh yang
menghubungkan pemodelan rangkaian listrik terpusat (PDB orde 1 & 2), analisis domain
frekuensi kompleks (Laplace), representasi harmonisa (Fourier), dan persamaan medan
terdistribusi (PDP) sebagai fondasi rekayasa elektro modern.

1 Peta Konsep & Kedudukan Modul dalam Kurikulum

Modul Minggu ke-15 menandai garis finis materi perkuliahan Persamaan Diferensial sebelum pelak-
sanaan Ujian Akhir Semester (UAS). Jika Modul 1 sampai 7 memfokuskan kajian pada rangka-
ian listrik parameter terpusat (lumped parameters) yang dimodelkan oleh PDB dan Transformasi
Laplace, dan Modul 9 sampai 14 menguraikan sistem terdistribusi (distributed parameters) melalui
PDP Gelombang 1D, Panas 1D, Laplace 2D Kartesian, dan Bessel Silindris, maka Modul 15 ini
merupakan sintesis unifikasi terbesar: menyelesaikan geometri bola 3D dengan Polinomial Legen-
dre dan merangkum seluruh hukum kelistrikan dan kemagnetan ke dalam 4 Persamaan Diferensial
Maxwell.

Posisi strategis Modul Minggu 15 disajikan pada Gambar 1.

2 Pendahuluan & Filosofi Fisika: Puncak Unifikasi Elektromag-
netika

Sepanjang sejarah sains dan rekayasa, salah satu pencapaian intelektual terbesar umat manusia
terjadi pada pertengahan abad ke-19 ketika fisikawan dan matematikawan Skotlandia, James Clerk
Maxwell, berhasil merumuskan sintesis matematis komprehensif yang menyatukan kelistrikan, ke-
magnetan, dan optika ke dalam satu kerangka kerja teoretis tunggal.

Sebelum Maxwell, para insinyur dan ilmuwan memperlakukan medan listrik (yang dijelaskan
oleh Coulomb dan Gauss), medan magnetik (yang dijelaskan oleh Biot-Savart dan Ampere), serta
gaya gerak listrik induksi (yang ditemukan oleh Faraday) sebagai fenomena alam yang terpisah-
pisah. Melalui ketajaman kalkulus diferensial dan vektor, Maxwell menyadari bahwa Hukum
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Figure 1: Peta jalan kurikulum perkuliahan dengan penekanan pada Modul Penutup Minggu 15.

Ampere yang ada saat itu secara matematis tidak konsisten dengan hukum kekekalan muatan
listrik ketika diterapkan pada arus bolak-balik berfrekuensi tinggi.

Dengan menambahkan satu suku koreksi matematis yang revolusioner—dikenal sebagai Arus

Pergeseran (Displacement Current) ∂D⃗
∂t —Maxwell tidak hanya menutup inkonsistensi kalku-

lus tersebut, tetapi juga secara tak terduga menurunkan persamaan diferensial parsial orde dua
hiperbolik: Persamaan Gelombang Elektromagnetik. Kecepatan rambat gelombang yang
diprediksi oleh persamaan diferensial ini ternyata bertepatan persis dengan kecepatan cahaya yang
telah diukur di laboratorium:

c =
1

√
µ0ϵ0

≈ 2,99792× 108 m/s (1)

Kesimpulan filosofisnya sangat menakjubkan: cahaya tampak, gelombang radio, sinar ultraviolet,
dan gelombang mikro sesungguhnya adalah perambatan gelombang diferensial medan elektromag-
netik yang saling menginduksi di ruang hampa.

Di sisi lain, untuk menganalisis distribusi medan dan potensial elektrostatik pada geometri
bola—seperti bola elektroda penangkal petir, bola pembumian gardu induk (grounding sphere), iso-
lator tegangan tinggi keramik berbentuk bola, dan tetesan air pada kawat fasa SUTET—persamaan
Laplace dalam koordinat bola melahirkan fungsi ortogonal kedua yang sangat penting: Polino-
mial Legendre. Modul 15 ini menuntaskan pembahasan kedua topik monumental tersebut.

3 Koordinat Bola, Pemisahan Variabel, dan Persamaan Legendre

3.1 Persamaan Laplace dalam Koordinat Bola

Dalam sistem koordinat bola (r, θ, ϕ), di mana r ≥ 0 adalah jari-jari radial, 0 ≤ θ ≤ π adalah
sudut zenit/kutub (colatitude), dan 0 ≤ ϕ < 2π adalah sudut azimut, operator Laplacian ∇2V
didefinisikan secara lengkap sebagai:

∇2V =
1

r2
∂

∂r

(
r2

∂V

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂V

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2V

∂ϕ2
= 0 (2)

Dalam sebagian besar aplikasi rekayasa elektro tenaga (seperti bola elektroda dalam medan
listrik aksial seragam), sistem memiliki simetri azimut, yang berarti potensial tidak bergantung
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pada sudut rotasi ϕ (∂V/∂ϕ = 0). Dengan asumsi simetri azimut ini, Persamaan (2) tereduksi
menjadi:

∂

∂r

(
r2

∂V

∂r

)
+

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂V

∂θ

)
= 0 (3)

3.2 Pemisahan Variabel & Munculnya Persamaan Legendre

Kita terapkan metode pemisahan variabel dengan mengasumsikan solusi berbentuk perkalian
fungsi radial dan fungsi sudut:

V (r, θ) = R(r)Θ(θ) (4)

Substitusikan bentuk ini ke dalam Persamaan (3) dan bagi kedua ruas dengan R(r)Θ(θ):

1

R(r)

d

dr

(
r2

dR

dr

)
+

1

Θ(θ) sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
= 0 (5)

Suku pertama hanya bergantung pada r, sedangkan suku kedua hanya bergantung pada θ. Agar
jumlah keduanya selalu nol untuk setiap r dan θ, masing-masing suku harus bernilai konstanta
pemisah. Kita pilih konstanta pemisah standar dalam mekanika dan elektromagnetika, yaitu
n(n+ 1) di mana n adalah bilangan bulat non-negatif (n = 0, 1, 2, . . . ):

d

dr

(
r2

dR

dr

)
− n(n+ 1)R = 0 (6)

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+ n(n+ 1)Θ = 0 (7)

3.3 Persamaan Diferensial Legendre

Untuk menyelesaikan persamaan sudut (7), kita lakukan substitusi variabel koordinat:

x = cos θ =⇒ dx

dθ
= − sin θ, sin2 θ = 1− x2 (8)

Dengan menerapkan aturan rantai turunan, Persamaan (7) bertransformasi menjadi:

(1− x2)
d2Θ

dx2
− 2x

dΘ

dx
+ n(n+ 1)Θ = 0 (9)

Persamaan diferensial (9) adalah Persamaan Diferensial Legendre Orde n.

3.4 Polinomial Legendre Pn(x) & Rumus Rodrigues

Persamaan Legendre memiliki dua solusi linier independen: Pn(x) (Polinomial Legendre jenis
pertama) dan Qn(x) (Fungsi Legendre jenis kedua). Namun, fungsi Qn(x) meledak menuju tak
terhingga (±∞) pada kutub utara dan kutub selatan bola (x = cos 0 = 1 dan x = cosπ = −1).
Karena potensial listrik fisik pada kutub bola harus selalu berhingga (physically bounded), maka
koefisien Qn(x) harus nol (C2 = 0).

Solusi yang diterima secara fisik adalah Polinomial Legendre Pn(x), yang dapat diturunkan
secara eksplisit menggunakan Rumus Rodrigues:

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
[
(x2 − 1)n

]
(10)
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Berikut lima Polinomial Legendre pertama yang paling sering diterapkan dalam rekayasa:

P0(x) = 1 (11)

P1(x) = x = cos θ (12)

P2(x) =
1

2
(3x2 − 1) =

1

4
(3 cos 2θ + 1) (13)

P3(x) =
1

2
(5x3 − 3x) =

1

8
(5 cos 3θ + 3 cos θ) (14)

P4(x) =
1

8
(35x4 − 30x2 + 3) (15)

Sifat Ortogonalitas Polinomial Legendre

Polinomial Legendre membentuk himpunan fungsi basis ortogonal pada interval x ∈ [−1, 1]
(yaitu θ ∈ [0, π]):

∫ 1

−1
Pn(x)Pm(x) dx =

∫ π

0
Pn(cos θ)Pm(cos θ) sin θ dθ =

0, jika n ̸= m
2

2n+ 1
, jika n = m

(16)

Sifat ortogonalitas ini memungkinkan kita mengekspansikan fungsi potensial batas arbitrer
pada permukaan bola menjadi deret Fourier-Legendre.

3.5 Solusi Persamaan Radial & Solusi Umum Potensial Bola

Persamaan radial (6) adalah persamaan Cauchy-Euler:

r2
d2R

dr2
+ 2r

dR

dr
− n(n+ 1)R = 0 (17)

Dengan memisalkan R(r) = rp, kita peroleh persamaan karakteristik:

p(p− 1) + 2p− n(n+ 1) = 0 =⇒ p2 + p− n(n+ 1) = (p− n)(p+ n+ 1) = 0 (18)

Akar-akar karakteristiknya adalah p1 = n dan p2 = −(n+ 1). Maka solusi umum radial adalah:

Rn(r) = Anr
n +

Bn

rn+1
(19)

Menggabungkan solusi radial dan solusi sudut melalui prinsip superposisi linier, Solusi Umum
Persamaan Laplace dalam Koordinat Bola dengan Simetri Azimut adalah:

V (r, θ) =

∞∑
n=0

(
Anr

n +
Bn

rn+1

)
Pn(cos θ) (20)

Konstanta An dan Bn ditentukan secara unik oleh syarat batas fisik:

• Jika domain mencakup titik pusat bola r = 0, suku Bn/r
n+1 meledak ke tak hingga, sehingga

Bn = 0.

• Jika domain berada di luar bola hingga jarak tak terhingga r → ∞, suku Anr
n meledak ke

tak hingga (kecuali untuk medan seragam eksternal n = 1), sehingga untuk medan terlokalisir
An = 0.
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4 4 Persamaan Maxwell Diferensial: Fondasi Matematika Medan
Elektromagnetika

Kini kita beralih ke mahakarya matematika rekayasa elektro: 4 Persamaan Diferensial Maxwell.
Keempat persamaan ini menghubungkan vektor medan listrik E⃗ [V/m], vektor kerapatan fluks
listrik D⃗ = ϵE⃗ [C/m2], vektor kuat medan magnetik H⃗ [A/m], dan vektor kerapatan fluks mag-
netik B⃗ = µH⃗ [T atau Wb/m2].

4.1 Hukum Gauss untuk Medan Listrik (Divergensi Fluks Listrik)

Bentuk diferensial:
∇ · D⃗ = ρv =⇒ ∇ · E⃗ =

ρv
ϵ

(21)

Makna Fisis: Muatan listrik statis dengan kerapatan volume ρv [C/m3] adalah sumber (source)
dan muara (sink) dari garis-garis medan listrik. Divergensi positif menandakan adanya muatan
netto positif yang memancarkan fluks keluar volume diferensial.

4.2 Hukum Gauss untuk Medan Magnetik (Ketiadaan Monopol Magnetik)

Bentuk diferensial:
∇ · B⃗ = 0 (22)

Makna Fisis: Garis-garis fluks medan magnetik selalu membentuk lintasan tertutup tanpa awal
dan tanpa akhir. Tidak pernah ada muatan magnetik terisolasi (monopol magnetik utara atau
selatan murni) di alam semesta. Jika kita memotong sebuah magnet batang menjadi dua, kita
tidak mendapatkan kutub utara terpisah, melainkan dua buah magnet baru yang masing-masing
tetap memiliki kutub utara dan selatan!

4.3 Hukum Induksi Faraday (Vorteks Medan Listrik Akibat Fluks Waktu)

Bentuk diferensial:

∇× E⃗ = −∂B⃗

∂t
(23)

Makna Fisis: Perubahan kerapatan fluks magnetik terhadap waktu menghasilkan putaran (curl
atau sirkulasi) medan listrik di sekitarnya. Tanda minus mencerminkan Hukum Lenz, yaitu gaya
gerak listrik induksi selalu melawan perubahan fluks yang menghasilkannya. Ini adalah prinsip
operasi dasar generator sinkron PLN, transformator daya gardu induk, dan motor induksi.

4.4 Hukum Ampere-Maxwell & Koreksi Arus Pergeseran

Bentuk diferensial:

∇× H⃗ = J⃗ +
∂D⃗

∂t
(24)

di mana J⃗ = σE⃗ adalah kerapatan arus konduksi (conduction current density), dan J⃗d = ∂D⃗
∂t

adalah Kerapatan Arus Pergeseran (displacement current density).
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Wawasan Fisika & Rekayasa Elektro

Mengapa Arus Pergeseran ∂D⃗
∂t Merupakan Keharusan Matematis?

Mari kita ambil divergensi dari kedua ruas Hukum Ampere klasik tanpa koreksi Maxwell
(∇× H⃗ = J⃗):

∇ · (∇× H⃗) = ∇ · J⃗

Berdasarkan identitas kalkulus vektor universal, divergensi dari curl suatu medan vektor
sembarang selalu bernilai nol identik: ∇ · (∇× A⃗) ≡ 0. Maka ruas kiri bernilai nol:

0 = ∇ · J⃗

Namun, berdasarkan prinsip kekekalan muatan listrik (Persamaan Kontinuitas), laju aliran
arus keluar dari suatu volume tertutup harus sama dengan laju pengurangan muatan di
dalamnya:

∇ · J⃗ = −∂ρv
∂t

Keduanya bertentangan secara fatal jika muatan berubah terhadap waktu (∂ρv/∂t ̸= 0)!
Maxwell menyadari hal ini. Dengan mengganti ρv = ∇ · D⃗ dari Hukum Gauss:

∇ · J⃗ = − ∂

∂t
(∇ · D⃗) = −∇ ·

(
∂D⃗

∂t

)
=⇒ ∇ ·

(
J⃗ +

∂D⃗

∂t

)
= 0

Maka vektor arus total yang memiliki divergensi nol adalah J⃗tot = J⃗ + ∂D⃗
∂t . Dengan menam-

bahkan suku ∂D⃗
∂t , kalkulus vektor menjadi sempurna konsisten!

Tabel 1 menyajikan perbandingan lengkap bentuk diferensial dan integral dari keempat Per-
samaan Maxwell.

Table 1: Ringkasan Lengkap 4 Persamaan Maxwell dalam Bentuk Diferensial & Integral.

Hukum Fisika Bentuk Diferensial Bentuk Integral Fenomena Fisis
Rekayasa

Hukum Gauss (Listrik) ∇ · D⃗ = ρv
∮
S
D⃗ · dA⃗ = Qenc Muatan listrik

memancarkan fluks
medan elektrostatik.

Hukum Gauss (Magnet) ∇ · B⃗ = 0
∮
S
B⃗ · dA⃗ = 0 Fluks magnetik selalu

tertutup; tidak ada
kutub magnet
tunggal.

Hukum Faraday ∇× E⃗ = −∂B⃗

∂t

∮
C
E⃗ · dℓ⃗ = −dΦB

dt
Fluks magnetik
dinamis menginduksi
tegangan (GGL
trafo/generator).

Hukum Ampere-Maxwell ∇× H⃗ = J⃗ +
∂D⃗

∂t

∮
C
H⃗ ·dℓ⃗ = Ienc+

dΦD

dt
Arus konduksi &
perubahan medan
listrik
membangkitkan
medan magnet.
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5 Penurunan Pertama-Prinsip: Persamaan Gelombang Elektro-
magnetik

Kini kita buktikan secara eksplisit langkah demi langkah bagaimana 4 Persamaan Maxwell difer-
ensial melahirkan persamaan diferensial parsial gelombang elektromagnetik.

Tinjau ruang hampa (free space) yang bebas dari muatan listrik netto (ρv = 0) dan tidak
memiliki medium konduktif sehingga tidak ada arus konduksi (J⃗ = 0). Konstanta medium adalah
permitivitas ruang hampa ϵ0 ≈ 8,854 × 10−12 F/m dan permeabilitas ruang hampa µ0 = 4π ×
10−7 H/m.

Maka 4 Persamaan Maxwell di ruang hampa tereduksi menjadi:

∇ · E⃗ = 0 (25)

∇ · B⃗ = 0 (26)

∇× E⃗ = −µ0
∂H⃗

∂t
(27)

∇× H⃗ = ϵ0
∂E⃗

∂t
(28)

5.1 Penurunan Persamaan Gelombang Medan Listrik E⃗

Ambil operasi curl (∇×) pada kedua ruas Hukum Faraday (27):

∇× (∇× E⃗) = ∇×

(
−µ0

∂H⃗

∂t

)
= −µ0

∂

∂t
(∇× H⃗) (29)

Substitusikan Hukum Ampere-Maxwell di ruang hampa (28) ke dalam ruas kanan:

∇× (∇× E⃗) = −µ0
∂

∂t

(
ϵ0
∂E⃗

∂t

)
= −µ0ϵ0

∂2E⃗

∂t2
(30)

Gunakan identitas kalkulus vektor untuk suku curl dari curl:

∇× (∇× E⃗) = ∇(∇ · E⃗)−∇2E⃗ (31)

Karena ruang hampa bebas muatan, dari Persamaan (25) kita tahu bahwa ∇ · E⃗ = 0, sehingga
suku gradien divergensi lenyap (∇(∇ · E⃗) = 0). Maka Persamaan (31) menjadi −∇2E⃗.

Samakan dengan ruas kanan Persamaan (30):

−∇2E⃗ = −µ0ϵ0
∂2E⃗

∂t2
(32)

Kalikan dengan −1 dan pindahkan ke satu ruas:

∇2Ẽ− µ0ϵ0
∂2Ẽ

∂t2
= 0 (33)

Dengan langkah identik yang diterapkan pada Hukum Ampere-Maxwell, kita peroleh per-
samaan gelombang untuk medan magnetik H⃗:

∇2H̃− µ0ϵ0
∂2H̃

∂t2
= 0 (34)

Bandingkan Persamaan (33) dengan persamaan gelombang standar 3D yang telah kita pelajari
pada Modul Minggu 11:

∇2u− 1

v2
∂2u

∂t2
= 0 (35)
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Kita simpulkan secara mutlak bahwa kecepatan perambatan medan elektromagnetik di ruang
hampa adalah:

v =
1

√
µ0ϵ0

=
1√

(4π × 10−7)× (8,854187× 10−12)
= 299.792.458 m/s ≈ 3× 108 m/s = c (36)

Ini adalah salah satu keajaiban terbesar fisika matematika: unifikasi total kelistrikan dan kemag-
netan membuktikan bahwa cahaya adalah gelombang elektromagnetik transversal!

6 Studi Kasus Industri: Rekayasa Tegangan Tinggi & Kapasitor
Frekuensi Tinggi

Studi Kasus Industri: Bola Grounding & Elektroda Penangkal Petir (IEEE Std
605 / IEC 62271)

Dalam rekayasa gardu induk (substation) tegangan tinggi (150 kV s.d. 500 kV), elektroda
uji pelepasan muatan sela bola (sphere spark gap) dan elektroda penangkal petir sering
menggunakan geometri bola konduktor pejal.
Ketika sebuah bola konduktor netral beradius a ditempatkan di dalam medan listrik seragam
medan luar E0âz yang dibangkitkan oleh awan badai petir, muatan-muatan bebas di dalam
konduktor terpolarisasi seketika menuju permukaan: elektron mengalir ke belahan selatan,
meninggalkan muatan positif di belahan utara. Polarisasi ini mendistorsi garis-garis medan
listrik eksternal di sekitar bola.
Melalui solusi Persamaan Laplace koordinat bola menggunakan Polinomial Legendre:

Er(r, θ) = E0

(
1 +

2a3

r3

)
cos θ (37)

Tepat di kutub bola (r = a dan θ = 0):

Er(a, 0) = E0(1 + 2) = 3E0 (38)

Medan listrik di permukaan kutub bola mengalami pelipatan (field enhancement) tepat 3
kali lipat dari medan listrik rata-rata di udara bebas! Jika kuat medan tembus udara
(dielectric breakdown) adalah Ebreak ≈ 30 kV/cm, maka pelepasan korona atau loncatan
petir akan terpicu ketika medan rata-rata baru mencapai 10 kV/cm. Insinyur sistem tenaga
memanfaatkan fenomena pembesaran medan 3E0 ini untuk mendesain sela proteksi tegangan
lebih (surge arrester spark gap).
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Studi Kasus Industri: Arus Pergeseran Maxwell pada Kapasitor Daya Kompen-
sasi Daya Reaktif (IEEE Std 18 & IEC 60871)

Bank kapasitor daya (shunt capacitor banks) terpasang di gardu induk transmisi PLN untuk
mengkompensasi beban induktif dan memperbaiki faktor daya (cosϕ).
Sebuah kawat tembaga membawa arus bolak-balik i(t) = Imax cos(ωt) menuju pelat kapa-
sitor. Di dalam kawat tembaga, arus mengalir berupa gerakan fisik elektron bebas: Arus
Konduksi Ic. Namun, di antara kedua pelat kapasitor terdapat medium dielektrik isola-
tor murni (misalnya minyak isolasi atau polimer film) di mana elektron bebas tidak dapat
menyeberang (σ ≈ 0). Pertanyaan mendasar: bagaimana rangkaian dapat tertutup dan
Hukum Arus Kirchhoff (KCL) tetap berlaku?
Jawabannya diberikan oleh Arus Pergeseran Maxwell:

Id =

∫
A

∂D⃗

∂t
· dA⃗ = ϵA

∂E

∂t
= C

dv

dt
(39)

Karena medan listrik antara pelat kapasitor berubah-ubah secara sinusoidal, fluks medan
listrik dinamis membangkitkan arus pergeseran Id yang besarnya tepat sama persis dengan
arus konduksi Ic di kawat luar:

Ic(t) = Id(t) (40)

Sehingga hukum KCL tetap berlaku sempurna di seluruh rangkaian!

7 Contoh Soal Terhitung Numerik Langkah demi Langkah

Contoh Soal 7.1 (Distribusi Potensial di Luar Bola Konduktor Terbumikan). Sebuah bola kon-
duktor netral beradius a = 0,1 m ditempatkan di dalam ruang vakum yang memiliki medan
listrik seragam eksternal sebesar E⃗0 = 50 kV/m âz. Potensial pada jarak sangat jauh memenuhi
limr→∞ V (r, θ) = −E0z = −E0r cos θ. Bola terhubung ke ground sehingga potensial pada per-
mukaannya adalah nol: V (a, θ) = 0.

Tentukan:

1. Rumus analitis lengkap potensial elektrostatik V (r, θ) untuk r ≥ a.

2. Nilai potensial V pada titik r = 0,2 m dan sudut θ = 0◦ (kutub atas).

3. Kuat medan listrik maksimum pada permukaan bola.

Penyelesaian Langkah demi Langkah:

1. Penentuan Solusi Umum & Syarat Batas: Solusi umum persamaan Laplace di luar bola
(r ≥ a) dengan simetri azimut adalah:

V (r, θ) =

∞∑
n=0

(
Anr

n +
Bn

rn+1

)
Pn(cos θ)

Ketika r → ∞, suku Bn/r
n+1 → 0. Maka:

lim
r→∞

V (r, θ) =
∞∑
n=0

Anr
nPn(cos θ) = −E0r cos θ

Mengingat bahwa P1(cos θ) = cos θ, kita cocokkan suku-sukunya:

• Untuk n = 1: A1rP1(cos θ) = −E0r cos θ =⇒ A1 = −E0.

• Untuk n ̸= 1: An = 0 untuk seluruh n ̸= 1.
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Maka potensial tereduksi menjadi:

V (r, θ) =

(
−E0r +

B1

r2

)
cos θ +

∑
n̸=1

Bn

rn+1
Pn(cos θ)

Terapkan syarat batas pada permukaan bola r = a di mana V (a, θ) = 0:

0 =

(
−E0a+

B1

a2

)
cos θ +

∑
n̸=1

Bn

an+1
Pn(cos θ)

Karena persamaan ini harus berlaku untuk setiap sudut θ ∈ [0, π], masing-masing koefisien
Polinomial Legendre harus nol:

−E0a+
B1

a2
= 0 =⇒ B1 = E0a

3

dan Bn = 0 untuk seluruh n ̸= 1.

Substitusikan nilai A1 dan B1:

V (r, θ) = −E0r cos θ +
E0a

3

r2
cos θ = −E0r

(
1− a3

r3

)
cos θ

2. Perhitungan Numerik pada r = 0,2 m dan θ = 0◦: Diketahui a = 0,1 m, r = 0,2 m,
E0 = 50.000 V/m, dan cos 0◦ = 1:

V (0,2; 0◦) = −50.000× 0,2×
(
1− 0,13

0,23

)
× 1

= −10.000×
(
1− 0,001

0,008

)
= −10.000× (1− 0,125)

= −10.000× 0,875 = −8.750 Volt = −8,75 kV

3. Kuat Medan Listrik Maksimum pada Permukaan Bola: Komponen medan listrik radial
Er = −∂V

∂r :

Er(r, θ) = − ∂

∂r

[
−E0

(
r − a3

r2

)
cos θ

]
= E0

(
1 +

2a3

r3

)
cos θ

Pada permukaan bola r = a:

Er(a, θ) = E0(1 + 2) cos θ = 3E0 cos θ

Medan listrik bernilai maksimum tepat di kutub atas (θ = 0◦) dan kutub bawah (θ = 180◦):

Emax = 3E0 = 3× 50 kV/m = 150 kV/m

Contoh Soal 7.2 (Perhitungan Arus Pergeseran Maxwell pada Kapasitor Frekuensi Tinggi).
Sebuah kapasitor pelat sejajar memiliki luas pelat A = 50 cm2 = 5×10−3 m2 dan jarak antar pelat
d = 2 mm = 2× 10−3 m. Ruang antar pelat diisi oleh bahan dielektrik mika dengan permitivitas
relatif ϵr = 6 (ϵ = 6ϵ0). Tegangan bolak-balik sinusoidal berfrekuensi radio f = 50 MHz diterapkan
pada kapasitor:

v(t) = V0 sin(ωt), dengan V0 = 100 V

1. Hitung kapasitansi C dari kapasitor tersebut.

2. Tentukan persamaan medan listrik E(t) dan kerapatan fluks listrik D(t) di antara pelat.

3. Hitung amplitudo kerapatan arus pergeseran Jd,max dan amplitudo arus pergeseran total Id,max.
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4. Buktikan bahwa amplitudo arus pergeseran sama dengan arus konduksi Ic,max = ωCV0.

Penyelesaian Langkah demi Langkah:

1. Kapasitansi C:

C =
ϵA

d
=

6× (8,854× 10−12)× (5× 10−3)

2× 10−3

=
2,6562× 10−13

2× 10−3
= 1,328× 10−10 F = 132,8 pF

2. Medan Listrik E(t) & Fluks D(t): Medan listrik seragam antar pelat adalah:

E(t) =
v(t)

d
=

100

2× 10−3
sin(ωt) = 50.000 sin(ωt) V/m

Kerapatan fluks listrik:

D(t) = ϵE(t) = 6× (8,854× 10−12)× 50.000 sin(ωt) = 2,656× 10−6 sin(ωt) C/m2

3. Kerapatan Arus Pergeseran Jd(t): Frekuensi sudut ω = 2πf = 2π × (50 × 106) = 100π ×
106 ≈ 3,1416× 108 rad/s.

Jd(t) =
∂D

∂t
= 2,656× 10−6 × ω cos(ωt)

= 2,656× 10−6 × (3,1416× 108) cos(ωt)

= 834,4 A/m2 cos(ωt)

Amplitudo arus pergeseran total:

Id,max = Jd,max ×A = 834,4 A/m2 × (5× 10−3 m2) = 4,172 Ampere

4. Validasi Kesamaan dengan Arus Konduksi: Dari teori rangkaian AC:

Ic,max = ωCV0 = (3,1416× 108 rad/s)× (132,8× 10−12 F)× (100 V) = 4,172 Ampere

Terbukti mutlak bahwa Id,max ≡ Ic,max = 4,172 A. Arus pergeseran di isolator kapasitor
meneruskan secara sempurna arus konduksi dari kawat!

8 Praktikum Komputasi Numerik Terbuka Berbasis Julia

Bahasa pemrograman Julia menyediakan ekosistem komputasi ilmiah yang sangat cepat untuk
memodelkan fungsi khusus Polinomial Legendre dan visualisasi medan elektrostatik 2D di seki-
tar konduktor bola. Listing (1) mendemonstrasikan evaluasi Polinomial Legendre ortogonal dan
pemetaan kontur garis gaya medan elektrostatik V (r, θ).

Listing 1: Skrip Julia untuk Evaluasi Polinomial Legendre dan Kontur Potensial Bola.

# =============================================================

# MODUL 15: POLINOMIAL LEGENDRE & DISTRIBUSI POTENSIAL BOLA

# Pengampu: Ir. Novalio Daratha , Ph.D. & Muhammad Arfan , M.T.

# Program Studi S1 Teknik Elektro , Universitas Bengkulu

# =============================================================

using Plots

default(titlefont =(10, "bold"), guidefont =(9, "sans -serif"),

legendfontsize =8, tickfont =8)
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# 1. Definisi Polinomial Legendre P_n(x)

P0(x) = ones(size(x))

P1(x) = x

P2(x) = 0.5 .* (3 .* x.^2 .- 1.0)

P3(x) = 0.5 .* (5 .* x.^3 .- 3 .* x)

P4(x) = 0.125 .* (35 .* x.^4 .- 30 .* x.^2 .+ 3.0)

# 2. Plotting Polinomial Legendre P_n(x) pada interval [-1, 1]

x = range(-1.0, 1.0, length =400)

p1 = plot(x, P0(x), label="P0(x) = 1", lw=2, color =:black)

plot!(p1 , x, P1(x), label="P1(x) = x", lw=2, color =:blue)

plot!(p1 , x, P2(x), label="P2(x) = 0.5(3x^2 - 1)", lw=2, color =:red)

plot!(p1 , x, P3(x), label="P3(x) = 0.5(5x^3 - 3x)", lw=2, color =:green)

plot!(p1 , x, P4(x), label="P4(x)", lw=2, color =:purple , linestyle =:dash)

title!(p1 , "Polinomial Legendre Orde n = 0 s.d. 4")

xlabel !(p1, "x = cos(theta)")

ylabel !(p1, "P_n(x)")

grid!(p1 , true)

# 3. Pemetaan Medan Potensial di Luar Bola Konduktor Grounded

a = 1.0 # Radius bola konduktor (meter)

E0 = 100.0 # Medan seragam eksternal (V/m)

# Koordinat Kartesian bidang iris (x-z)

nx , nz = 200, 200

x_grid = range (-3.0, 3.0, length=nx)

z_grid = range (-3.0, 3.0, length=nz)

V = zeros(nz , nx)

for (i, z_val) in enumerate(z_grid)

for (j, x_val) in enumerate(x_grid)

r_val = sqrt(x_val^2 + z_val ^2)

if r_val < a

V[i, j] = 0.0 # Di dalam konduktor grounded potensial = 0

else

cos_theta = z_val / r_val

V[i, j] = -E0 * r_val * (1.0 - (a^3 / r_val ^3)) * cos_theta

end

end

end

p2 = contour(x_grid , z_grid , V, levels =25, color =:viridis ,

title="Kontur Ekipotensial V(r, theta) di Sekitar Bola",

xlabel="x (m)", ylabel="z (m)", aspect_ratio =:equal)

# Tambahkan gambar lingkaran bola konduktor

theta_circle = range(0, 2pi , length =200)

plot!(p2 , a .* cos.( theta_circle), a .* sin.( theta_circle),

fill=(0, :gray), lw=2, color =:black , label="Bola (r=a)")

# Tampilkan dan simpan plot

p_final = plot(p1 , p2 , layout =(1, 2), size =(900, 420))

savefig(p_final , "simulasi_legendre_medan_bola.png")

println("Simulasi selesai. Gambar tersimpan sebagai

simulasi_legendre_medan_bola.png")

9 Evaluasi & Bank Soal Taksonomi Bloom (C1 s.d. C6)

1. [C1 – Mengingat] [Bobot: 10%]
Tuliskan bentuk diferensial Hukum Induksi Faraday dan Hukum Ampere-Maxwell. Berikan
nama besaran dan satuan SI untuk vektor E⃗, B⃗, H⃗, J⃗ , dan D⃗.
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2. [C2 – Memahami] [Bobot: 15%]
Mengapa divergensi dari medan induksi magnetik selalu bernilai nol (∇ · B⃗ = 0), sedangkan
divergensi medan listrik dapat bernilai tidak nol (∇ · D⃗ = ρv)? Jelaskan konsekuensi fisis dari
fenomena ini terkait keberadaan kutub magnetik di alam semesta.

3. [C3 – Menerapkan] [Bobot: 20%]
Gunakan Rumus Rodrigues:

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
[
(x2 − 1)n

]
untuk menurunkan secara eksplisit rumus Polinomial Legendre P2(x) dan P3(x). Buktikan
bahwa kedua fungsi tersebut ortogonal satu sama lain pada selang x ∈ [−1, 1]:∫ 1

−1
P2(x)P3(x) dx = 0

4. [C4 – Menganalisis] [Bobot: 20%]
Sebuah kabel koaksial transmisi beroperasi pada frekuensi gelombang mikro f = 10 GHz.
Dielektrik antar-konduktor memiliki permitivitas relatif ϵr = 2,25 dan permeabilitas relatif
µr = 1,0.

(a) Hitung cepat rambat gelombang transversal vp di dalam dielektrik kabel tersebut.

(b) Hitung panjang gelombang λ dari sinyal yang merambat.

(c) Tentukan rasio amplitudo medan listrik terhadap medan magnetik (impedansi intrinsik
gelombang η).

5. [C5 – Mengevaluasi] [Bobot: 15%]
Sebuah bola dielektrik pejal tak bermuatan beradius R dengan permitivitas ϵ = ϵrϵ0 ditem-
patkan di dalam medan listrik seragam E0âz. Seorang mahasiswa mengklaim bahwa medan
listrik di dalam bola tersebut bernilai nol karena tidak ada muatan netto di dalam bola. Eval-
uasilah klaim mahasiswa tersebut menggunakan persamaan Laplace koordinat bola dan syarat
batas kontinuitas medan! Apakah medan di dalam bola benar-benar nol atau justru seragam
tidak nol?

6. [C6 – Merancang & Menyintesis] [Bobot: 20%]
Susunlah sebuah esai sintesis teknis sepanjang minimal dua halaman yang memetakan hubun-
gan hierarki matematis dan fisis dari seluruh materi mata kuliah Persamaan Diferensial (PDB
Orde 1 → PDB Orde 2 → Transformasi Laplace → Deret Fourier → PDP 1D → PDP 2D/3D
→ Persamaan Maxwell). Tunjukkan dengan jelas bagaimana pemahaman persamaan diferen-
sial menjadi landasan mutlak bagi seorang sarjana teknik elektro dalam merancang jaringan
transmisi daya listrik, sistem telekomunikasi nirkabel, dan perangkat semikonduktor modern.

10 Sintesis Komprehensif Kurikulum Persamaan Diferensial

Sebagai penutup perjalanan perkuliahan satu semester penuh, Tabel 2 menyajikan Matriks Sin-
tesis Komprehensif yang merangkum seluruh metode matematika yang telah dipelajari beserta
korespondensi fisisnya dalam rekayasa elektro.

11 Rangkuman & Glosarium Istilah Teknis

11.1 Rangkuman Materi

1. Persamaan Laplace dalam koordinat bola dengan simetri azimut dipisahkan menjadi persamaan
radial Cauchy-Euler dan Persamaan Diferensial Legendre untuk fungsi sudut θ.
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Table 2: Matriks Unifikasi Pedagogis Persamaan Diferensial dalam Rekayasa Elektro.

Pekan Perkuliahan Klasifikasi
Matematika

Persamaan Representatif Aplikasi Fisika Rekayasa
Elektro

Minggu 1–3 PDB Linier Orde 1
(Separabel & Faktor
Integrasi)

di

dt
+

R

L
i =

V (t)

L
Transien pengisian & pengosongan
rangkaian RL dan RC, waktu
paruh termal konduktor.

Minggu 4–5 PDB Linier Orde 2
Koefisien Konstan

L
d2q

dt2
+R

dq

dt
+

1

C
q = E(t) Resonansi osilator tangki LC,

respon teredam (overdamped,
underdamped) RLC seri AC.

Minggu 6–7 Transformasi Laplace
& Invers Laplace

L{f(t)} =
∫∞
0 f(t)e−stdt Analisis domain s, fungsi alih

(transfer function), switching
beban induktif & lonjakan surja.

Minggu 8 Evaluasi Capaian Pembelajaran: Ujian Tengah Semester (UTS)

Minggu 9–10 Deret Fourier &
Pemisahan Variabel
PDP

f(x) =
a0

2
+

∑
(an cos+bn sin) Dekomposisi harmonisa daya

listrik AC (THD), nilai eigen &
fungsi eigen batas spasial.

Minggu 11 PDP Hiperbolik:
Persamaan
Gelombang 1D

∂2v

∂x2
= LC

∂2v

∂t2
Persamaan telegrafer saluran
transmisi tegangan tinggi,
gelombang berjalan & refleksi
petir.

Minggu 12 PDP Parabolik:
Persamaan
Panas/Difusi 1D

∂T

∂t
= α

∂2T

∂x2
Kenaikan temperatur konduktor
kawat, disipasi panas trafo &
batas termal kabel tanah.

Minggu 13 PDP Eliptik:
Persamaan Laplace
2D Kartesian

∂2V

∂x2
+

∂2V

∂y2
= 0 Pemetaan garis medan

ekipotensial kapasitor pelat,
pembumian gardu induk &
isolator.

Minggu 14 PD Bessel Silindris
& Koefisien Variabel

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0 Fenomena Efek Kulit (Skin Effect)
pada konduktor ACSR, rugi-rugi
resistansi AC kabel transmisi.

Minggu 15 PD Legendre Bola &
4 Persamaan
Maxwell

∇× H⃗ = J⃗ +
∂D⃗

∂t
Unifikasi elektromagnetika, radiasi
gelombang EM antena, proteksi
bola penangkal petir.

Minggu 16 Evaluasi Akhir Capaian Pembelajaran: Ujian Akhir Semester (UAS)
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2. Polinomial Legendre Pn(x) memenuhi relasi ortogonalitas pada rentang x ∈ [−1, 1] dan mem-
bentuk basis ortogonal lengkap untuk memodelkan solusi medan potensial bola.

3. Empat Persamaan Diferensial Maxwell menyatukan seluruh fenomena medan elektromagnetika:
Hukum Gauss Listrik, Hukum Gauss Magnetik, Hukum Induksi Faraday, dan Hukum Ampere-
Maxwell.

4. Arus pergeseran ∂D⃗/∂t menjamin kekekalan muatan listrik (∇ · J⃗tot = 0) pada kondisi arus
dinamis frekuensi tinggi dan memungkinkan perambatan gelombang elektromagnetik melintasi
ruang hampa.

5. Penurunan operasi curl dari curl menghasilkan persamaan gelombang elektromagnetik transver-
sal berkecepatan c = 1/

√
µ0ϵ0 ≈ 3× 108 m/s.

11.2 Glosarium Istilah Teknis

Azimuthal Symmetry Kondisi fisis di mana distribusi medan tidak bergantung pada sudut
rotasi azimut ϕ (∂/∂ϕ = 0).

Displacement Current Laju perubahan fluks pergeseran listrik (∂D⃗/∂t) yang menghasilkan
medan magnetik dinamis.

Legendre Polynomials Himpunan fungsi polinomial ortogonal berhingga pada x ∈ [−1, 1]
yang merupakan solusi dari Persamaan Diferensial Legendre.

Maxwell’s Equations Empat persamaan diferensial parsial vektor fundamental yang men-
dasari seluruh fenomena elektromagnetika klasik dan optika.

Wave Impedance (η0) Rasio medan listrik transversal terhadap medan magnetik transversal
(η0 =

√
µ0/ϵ0 ≈ 377Ω = 120πΩ).

First-Principles Derivation Penurunan rumus matematika secara analitis murni dari hukum-
hukum fundamental fisika tanpa asumsi empiris.
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